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Ce travail est divise en trois parties. 
Dans la premiere, on donne la definition d’un nombre reel p attache a tout 
espace vectoriel norme reel et qu’on appelle la con&ante rectangle de l’espace 
pour indiquer qu’il depend de la notion de pseudo-ort~ogonalit~ introd~it~ 
par Birkhoff, dans les espaces norm&. 
N. Gastinel a Cte le premier a comprendre l’interet qu’il pourrait y avoir 
a Ctudier cette quantite dont il a don& la definition. I1 faut ajouter que ce 
sont des considerations d’analyse numerique qui nous ont conduits a cette 
etude. Pour ces questions nous renvoyons a Gastinel-Joly [7]. 
La premiere question a propos de p concerne l’intervalle dans lequel i 
prend ses valeurs et la deuxibme partie de ce travail rtpond en partie A cet 
objectif. Ce nombre p prend ces valeurs dans l’intervalle [1/2,3] bornes 
comprises. La remarque importante c’est que d’etre minimum pour y est 
caracteristique des espaces prehilbertiens reels et &par&s (que nous nommo~s 
hilbertiens dans la suite pour alleger l’ecriture et ceci saris reference a une 
notion de completion) dont la dimension est au moins tgale A 3. 
A ce sujet il est probable que la restriction sur la dimension de l’espace est 
superflue (cf. Remarque 1, $3) mais nous n’avons pas obtenu le resultat 
souhaite dans cette direction. 
Pour terminer il faut ajouter que ces resultats ont ttC publies sans demon- 
stration sous forme d’une note aux Comptes-Rendus dans Joly [9]. 
Dam la troisieme partie nous nous interessons aux espaces norm&s de 
dimension infinie qui possedent cette propriete que la constante rectangle 
reste constante sur l’ensemble des sous-espaces de dimension finie et fix&e. 
Cette propriete qui est verifiee par les espaces hilbertiens est en fait carac- 
ttristique de cette structure hilbertienne. Ce resultat s’obtient comme une 
consequence facile du theoreme profond de Dvoretzky et est une forme 
ltgbrement affaiblie de la propritte conjecturee par Banacb [I] citee et rbolue 
dans Dvoretzky [6] et clue nous rappelons au Paragraphe 4. 
I. LA CONSTANTE RECTANGLE 
Soit E un espace vectoriel norme reel. On introduit sur E la relation 
pseudo-orthogonalite tudiee par BirkhoE [2] et James [8]. 
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DEFINITION 1. Si x et x’ sent deux elements de E, on dit que x est pseudo- 
orthogonal a x’-ce qui est note x I x’--lorsque pour tout reel X l’inegalite 
suivante est vtrifiee 
IIX + WI 2 II4 
Remarque 1. Cette relation de pseudo-orthogonalite st homogene; c’est-a- 
dire que : 
x Ix’* hx I/AX’, A, PER 
mais n’est en general pas symetrique 
x I x’ =b x’ I x. 
La Definition 1 &end la notion habituelle d’orthogonalitt dans un espace 
hilbertien. 
Si x et x’ sont deux elements quelconques de E il n’existe pas de nombre k 
independants de x et x’ tel que: 
II41 + lb’ll G 41x + 41. 
Au contraire une telle majoration existe si on impose a x d’etre pseudo- 
orthogonal a x’, lorsque x et x’ varient dans E. 
DEFINITION 2. Lorsque x est pseudo-orthogonal ax’ dans E on pose : 
et 
CL(E) = SUP Ilk x’l xl.?? 
p(E) s’appelle la con&ante rectangle de l’espace vectoriel norme E. Si A est 
un sous-espace vectoriel norm6 de E il est clair que p(A) G p(E). 
EXEMPLE 1. Si E est hilbertien, p(E) = 1/2. 
EXEMPLE 2. Si pour E on consider-e l’espace des fonctions reelles continues 
definies sur [O,l], munie de la norme de la convergence uniforme on peut 
verifier que p = 3. 
EXEMPLE 3. Dans R2 on definit pour p E [0, l] la norme :
II4 = (Ix1 I9 + Ix21PY. 
Le graphe de p -I+ p(p), calcult en machine, semble indiquer que ,U presente 
un minimun pour p = 2 et reste compris entre 1/2 et 3. On trouvera d’autres 
exemples et quelques proprietes g&r&ales de ,u dans Gastinel-Joly [ 71. 
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II. VALEURSDELA CONSTANTE RECTANGLE 
Ce paragraphe st destine a dtmontrer que la situation de 1’Exemple 3 du 
paragraphe precedent est gtnerale: a savoir que pour tout espace vectoriel 
norme reel Eon a: ~5 G p(E) G 3. 
PROPOSITION. Soit E un espace vectoriel norm& rdel; alors 
p(E) < 3. 
De’monstration. Soient x et x’ dans E; supposons x 1 x’. A~trement 
I/x/I G /Ix + q, 
Gomme d’autre part: 
Ilhx’ll GIlx + XX’II + II4 
on a 
jpx’ll d 4x + kdli, 
et par suite 
/ix// + Ip~‘jj G 311~ + XX/II, 
d’oh le resultat. 
Pour demontrer que p(E) 2 ~6 la demarche st plus longue mais l’idee en 
est simple. I1 est clair d’abord qu’on peut supposer que E est de dimension 2. 
Nous verrons ensuite que dans un tel espace norme a deux dimensions on a 
I’inegalite 
s, [Ix + x’jj < 4. 613 
llxll=llx’ll= 1 
ce qui entrainera que E.L dans cet espace est superieur 21 2/i. 
Quant a l’InegalitC (1) elle decoulera de la remarque que la valeur absolue 
de I’aire de la surface du plan balayte par le vecteur x +x’ lorsque x et x’ 
verifient 
I 
II4 = lb’ll = 1 
x 1. x’ 
est double de l’aire de la partie du plan constituee pa.r les x tels que : 
/jxll G 1 (boule unite de E). 
Introduisons quelques notations. 
Soit P le plan vectoriel orient6 (P’ avec l’orientation oppode). 
On considbre dans P un ensemble B, convexe compact et admettant I’origine 
0 du plan P pour point inttrieur. 
La frontier-e de B se note S. 
A tout point m de S correspond l’ensemble (non vide) des droits d’appui 
a B en m. Soit D une de ces droites et D1 la droite par-allele a D qui passe 
l’origine, D1 coupe S en deux points n et n’, de telle sorte que le couple (n 
soit direct dans P et (n’,m) direct dans P’. 
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On d&init p = n + m et p’ = iz’ + m. Ainsi, a tout point m de la front&e S 
de B correspondent les ensembles de points n et p puis n’ et p’ obtenus lorsque 
D parcourt I’ensemble des droits d’appui a B en m. 
DEFINITION. On note S, l’ensemble des points p et S,’ I’ensemble des points 
p’ associts a m, lorsque m parcourt S. 
Le point m de S peut Ctre dtfini par un couple de coordondes ml et m2 
ou par une abscisse curviligne X; on suppose que h croit (X est borne parceque 
S est rectifiable) lorsque m decrit S dans le sens direct. 
Au point n de coordonnees rzl et 12~ on associe l’angle 6 (0 G 0 < 27~) que 
fait le vecteur yt avec un axe origine prealablement choisi. On peut supposer 
que X = 0 3 19 = 0, par exemple. 
Parce que S n’est pas differentiable t peut contenir des segments de droites, 
il est clair que si B ni h ne peuvent stparement definir un pawn&rage de Sr . 
En revanche, chaque point p de S, est associe biunivoquement a un couple 
(X, 0) avec (0 G X < 1,O G 8 < 2~ oh 1 dtsigne la longueur de S). 
L’ensemble de ces couples (h, 0) dans le produit [O,Z[ x [0,2z-[ est note M. 
Comme B est un ensemble convexe, l’ensemble M est monotone, c’est-a-dire 
que : 
(0, - 02) (A, - x2> B 0. 
Et on sait qu’alors toute parallele a la seconde bissectrice coupe M en un seul 
point, c’est-a-dire que : 
M3((X,e)t,a=h+eE[O,2~~1[ 
est une bijection bicontinue. 
u est un paramttrage de S, qui devient ainsi une courbe fermtfe simple du 
plan P. De plus comme :
X -I+ mi(A) 
1 
l3 ++ ni(e> J 
i= 1,2 
sont des fonctions a variation bornee (S est rectifiable) et que 
0 -I+ A, 
a+? 8, 
sont des fonctions croissantes et continues on en dtduit que : 
0 ++ PiC”) = mi@> + ni(@, i= 1,2, 
sont aussi des fonctions a variation bornee: S, est rectljiable. 
LEMME. Soit B1 la partie de P inttfrieure ~3 la courbe S1 ; B1 est quarrable et 
&(B1) I’aire de B1 veizjie : 
&‘(B,) = 2&‘(B). 
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Dkmonstration. Comme Sr est une courbe fermee simple, 
(theorbme de Jordan); L’aire de B1 peut s’exprimer au moy 
de Stieljes 
&@I) = : js, p2 dp1 -PI dh 
parce que S1 est rectifiable. 
En explicitant l’integrale il vient : 
+3 1s: mzdnl-mldnz+$ s Sl n2 dml - n, dmz. 
Chacun des deux premiers termes est Cgal a d(B). Apres integration par partie 
du troisieme terme on a: 
=W%) = 2-@‘(B) + Is, n2 dm - nl dm, 
parceque S, est fermee. 
Reprenons la definition de l’integrale; a un deconpage reguher de [0, I + 2~1 
cT,@2.-. u, auquel correspond une suite h, X2.. . X, on peut associer une suite 
e e r, 2,...8,-1 telleque: 
n2tei) h@i+J - ml(U) - nl(ei) (m2LJ - m&V) = Q. 
La valeur du parametre gi’ correspondant a Bi &ant comprise entre cl et oitl * 
Lorsque y1 tend vers l’infini ces sommes finies convergent vers la valeur de 
l’inttgrale qui est done nulle ce qui acheve la demonstration. 
Notons alors Blh le convexe image du convexe B par l’homothetie 
centre 0 et de rapport 16 On a Cvidemment : 
&(Bti) = 2&(B). 
Par suite, comme Sl/z et Sr sont des courbes fermees simples elles se 
coupent en au moins un point. En terme d’espace norme (de dimension 2) 
si B dtsigne la boule unite de l’espace, cette propriCtC s’ecrit de Ia 
suivante :
PROPOSITION. Soit E un espace vectoriel norme’ r&el de dimension 2. 
GOROLLAIRE. Si E est un espace vectoriel norme r&el, sa constante re~ta~~~e 
vehfie 
p(E) a ~5. 
Dimonstration. Soit en effet Ez un sous espace vectoriel norme de dirn~ns~~~ 
2 de E. De p(E) 2 &7Z2) et du corollaire suit que &IF?) > v’? 
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III. CARACTERISATIONS D’ESPACE HILBERTIEN 
Les considerations geometriques du paragraphe precedent vont now 
permettre de caracteriser les espaces vectoriels norm& reels dont la norme 
est issue d’un produit scalaire; a savoir ceux pour lesquels p = 1/2. Nous 
serons en fait amen& par l’utilisation dun resultat qu’on trouve dans James [S] 
a faire une hypothbse sur la dimension des espaces, qui semble superflue 
(cf. Remarque ci-aprbs) mais que nous n’avons pas CtC capables doter. 
En reprenant les notations du paragraphe 2 il est clair que si S,’ dtsigne la 
courbe homologue de la courbe Sr lorsqu’on a change l’orientation du plan, 
alors S,’ possede les mCmes proprietes que Si et en particulier on a: 
d(B,‘) = d(B,) = 2zzz(B). 
Si done E est un espace norme tel que p(E) = & alors tout sous-espace 
vectoriel norme E2 de E verifie :
~6%) = 2/j, 
et B sa boule unite possbde necessairement la propriete que : 
B,’ = B, = B1/?. 
Nous allons montrer que ceci entraine que la relation de pseudo-orthogonalite 
est symetrique dans E2 et done quelle est aussi symttrique dans E. 
PROPOSITION. Soit B une partie convexe cornpacte t syndtrique du plan P 
admettant l’origine de Ppour point intkrieur et telle que: 
B,’ = B1 = Bz/% 
Alors m, n, p &ant les points dc;Jinis prtfcce’demment (cJ: DejCiition QZZ) la droite 
joignant n c? p est d’appui d B en n. 
Dt?monstration. A m E S on associe n, n’ E S, p E S,, p’ E S1’ (cf. 511. Def.). 
Considtrons le parallelogramme H admettant pour sommet les points p, p’ 
et leur symetrique par rapport a l’origine. 
Ce parallelogramme st inscrit dans le convexe B& & cause de l’hypothese 
B,’ = B, = BZ/Z et parce que B est symetrique. 
Par l’absurde, supposons que la droite joignant p a n ne soit pas d’appui a 
B en n, c’est-a-dire qu’il existe un point n, de cette droite sur S qui est different 
de n et tel que I’intersection de cette droite et de S soit reduite a ces deux points. 
Sur S entre nr et n il existe un point n2 (min(h(n),X(n,)) < X(n,) G max(X(n), 
h(n,)) tel qu’ une droite d’appui a B en n2 soit parallele au c&C de H contenant 
n. En se servant de la definition de Sr et de Si’ on remarque alors qu’il existe un 
parallelogramme H2 deduit de H par la translation n n2 qui est aussi inscrit 
dans Bv$ ce qui entraine necessairement que la droite portant n et n2 est 
parallele a l’un des cot& de H; ce qui est impossible, d’oti le resultat. 
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Si le convexe B est la boule unite de E2 ceci signifie que la relation de pseu 
orthogonalite est symetrique dans Ez. D’oti la: 
PROPOSITION. Soit E un espace vectoriel norme’ re’el de dimension au mains 
&gale h 3. Pour que la norme sur E soit issue d’un pro&it s~a~aire ilfaut et il 
sufJit que p.(E) = %9. 
Demonstration. On utilise le resultat de James que Yen trouve dans James [8] 
ou dans Bourbaki [3], p. 144, Ex. 14: un espace vectoriel norme reel 
dimension superieure ou Cgale a 3 est un hilbert si et settlement si la relation 
de pseudo-orthogonalite y est symttrique. 
Remarque 1. Pour un espace vectoriel norme reel, la propriete que p = 42 
est strictement plus forte que celle qui dit que la pseudo-orthogonalitt est 
symetrique. On demontre dans Gastinel-Joly [7] que la symetrie de la pseudo- 
orthoganalite entraine seulement que p < 2 et cette valeur peut etre atteinte; 
en particulier R2 muni de la norme :
I 
IXlj + 1x21 SiXlX2 > 
//XII = 
\ max(lxl I, 1x21) SiX~X&Q 
admet 2 pour valeur de la constante rectangle et on vtrifie que la pseudo- 
orthogonalite y est symttrique. 11 est done nature1 de se demander si la 
restriction sur la dimension de l’espace n’est pas superflue. 
DEFINITION. Avec les memes notations qu’au paragraphe I et pour p reel 
(1 <p G +m) posons: 
de telle sorte que pi(E) = p(E). 
PROPOSITION. Pour tout espace vectoriel normP r&eel E on a: 
/L*(E) > 2”p-“2 
et E est hilbertien si et seulement si 
pp(E) = 2’lP -112 
(lorsque dim E > 3). 
D&nonstration. a et b &ant deux scalaires positifs on sait 
(a” + bp)‘lp < a + b < 2’-“p(ap + bp)“” 
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si dans cette expression on pose a = /jx/\, b = ljx’I\ on en deduit que 
pLp(E) > 21ip-l p,(E) > 21JP-1J2 
ce qui prouve la premiere partie de la proposition. Supposons maintenant que: 
pp(E) = 21/9-l/2 
c’est-a-dire que pour tous les couples (x,x’) de points de E tels que : 
on ait l’inCgalit6 
1 
llxll = ll~‘ll = 1 
x Ix’ 
2’lP 
lb I- 4 
< 21/P-“2. 
Soit JJx + x’I/ > 42; ce qui entraine (cf. Paragraphe II) que p(E) = 16 
c’est-a-dire que la norme sur E est issue d’un produit scalaire (pourvu que 
dimE 2 3). Comme reciproquement il est immediat que pour un espace 
hilbertien pp = 2 1lp-1’2 ceci achbve la demonstration. 
Remarque 2. Lorsquep = 2 on retrouve (a part la restriction sur la dimension) 
un resultat de Ohira [IO]. 
IV. LE THEOREME DE DVORETZKY ET LA CONSTANTE RECTANGLE 
Le resultat de Dvorestzky (cf. Dvoretzky [5], [6]) lui a permis de resoudre la 
conjecture suivante de Banach (cf. Dvoretzky [6] : pour qu’un espace vectoriel 
norme reel E, de dimension infinie soit hilbertien il suffit que pour un entier 
k fix& (k 2 2) tous les sow-espaces vectoriels norm& de dimension k de E 
soient isometriques. 
La remarque que nous nous proposons de faire consiste a montrer qu’on 
peut affaiblir un peu la condition en prouvant qu’il suffit qu’existe un entier 
(k 2 3) tel que p soit constant sur tous les sous-espaces vectoriels norm& 
de dimension k de E. 
DI~FINITION. Soient E un reel positif, E et F deux espaces vectoriels norm& 
reels. On dit que E et F sont dsomdtriques i 
(a) E et F sont topologiquement isbmorphes; 
(b) il existe un isomorphisme u: E --f F tel que: 
Ilull < 1 + e 
~~ii’~~ < 1 + E 
isomorphisme qu’on appelle une c-isomktrie. 
Un corollaire du resultat de Dvoretzky s’enonce de la facon suivante: 
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TH~OI&E. Soit E un espace vectoriel normt! rdel de dimension inj&ie. Pour 
tout E strictement positif et tout entier k suphieur 2 2 2 existe un sous-espace 
vectoriel norme’ V de E qui est Gsome’trique h I’espace euclidien de dimension k* 
Duquel nous nous proposons de deduire le : 
COROLLAIRE. Un espace vectoriel norme’ re’el E de dimension inJnie est 
hilbertien si et seulement si il existe un entier k (k 2 3) tel que pow tout Vet W5 
sws-espace de E de dimension k, 
P(V) = PW). (1) 
De’monstration. Que la condition soit necessaire st evident. 
supposons que E verifie (1) pour un entier k > 3. 
Fixons un reel E > 0. A k et E on sait qu’on peut faire correspondre un 
sous-espace V de E tel que V soit E-isometrique a H, l’espace euclidien de 
dimension k. 
Notons U, l’e-isometric de V sur H et soit x # 0 un point de V auquel on 
associe un des hyperplans P de V tels que: 
x LP. 
Soit y = U(X) et Q = u(P). 
Q est un hyperplan fermt de H qui n’est pas orthogonal a y mais tel que: 
Ce qui signifie que y est presque orthogonal a Q ; plus preeisement Atout y’ E 
on peut faire correspondre un element z de H, orthogonal a y, et tel que: 
i 
llz -Y’ll G 2GY’ll 
z J-v. 
(2 
Considerons maintenant un couple (x,x’) de points de V tels que : 
x Ix’ 
Ilxll = 1. 
Transform& par l’e-isometric u ces deux points sent notes :
Y = u(x) 
y’ = u(x’) 
et il est facile de verifier que: 
lI;ll ; lbll ~ (1 + p -I- IIY’II 
x x’ llY+Y’lI * 
A y’ faisons correspondre 1’ClCment z de H qui v&Se (2). 
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On a alors: 
et 
lly+y’ll> lll.Y+ztt -2%41 +4II~‘III. 
Autrement dit : 
11;” z “;;I’ < (1 + 6) 2 IIYII + lIzI/ + 2441 + 4 llx’ll x x’ lily + z/t - 2vw + 4Ilx’ll I 
Pour I’estimation de p(V) = sup I/xl/ + ll4i 
xlxa Ilx + x’ll on peut se limiter aux couples 
(x,x’) tels que 
llxll = 1 
En effet posons llx’II = CL on a 
llxll + llx’ll 1 + a 
llx+x’jl G la- 11 
et cc > (42 + l)/(d2 - 1) entraine que (1 + a)/(~ - 1) c &?; or nous savons 
que p(V) > 2/2. 
Mais cette majoration de llx’ll permet d’affirmer que: 
II;11 1 llx;ll < qE) IIYII + llzll ~ qE) fi 
x x’ IIY +4l 
la fonction E ++ K(E), independante de x et x’ et de V &ant telle que : 
lim K(E) = 1. 
.Z=O 
En resume : 
p(V) < K(e) d-F! 
et E positif &ant arbitraire 
ce qui signifie que tous les sous vectoriels de dimension k de E sont euclidiens 
puisque verifient p = constante (= 162) par hypothbse. 
On en deduit que tous les sous-espaces de dimension 2 sont euclidiens done 
que E est hilbertien: cf., par exemple, Day [4]. 
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